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Résumé :
Le dépôt d’un film mince sur un substrat plan s’accompagne généralement de la création de contraintes de com-
pression élevées. Le film se délamine et flambe. Pour les films minces qui sont délaminés suivant une bande rec-
tiligne, on observe des formes de mode de flambage très sensibles aux niveaux de compression suivant les deux
directions de la bande délaminée. Des transitions entre états d’équilibres sont observées lorsque le chargement
évolue. Un système mécanique, composé de quelques barres élastiques et ressorts, est proposé pour schématiser
la structure réelle et mener une étude analytique des transitions d’équilibres. Le modèle est à la fois simple et
représentatif de la structure continue. Ses raideurs élastiques sont identifiées de sorte que le modèle soit prédictif
sur le plan qualitatif ainsi que sur le plan quantitatif. Le modèle permet de prendre en compte des déplacements
modérés. Ainsi,le flambage peut être décrit jusque dans le régime post-critique lointain.
Abstract :
Thin films under compression are subjected to delamination and buckling. Various buckling patterns arise on strip-
delaminated thin films. Transitions between equilibria are experimentally observed while the films are undergoing
a modification of their biaxial stress state. The aim of this study is to build a simplified model, involving elastic rods
and springs in order to model the evolution of the equilibria arising on strip-delaminated areas. the rod-springs
model is intended to represent the behaviour of an elastic rectangular plate, using a limited number of variables
and taking into account moderate displacements. The analysis carried out with this system offers the opportunity
to acces the post-critical buckling equilibrium states by using analytical derivations.
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1 Introduction
Le flambage et le délaminage des revêtements constitués par des films minces à été large-
ment étudié dans le cadre de la mécanique des solides et de la science des matériaux (1; 2; 3).
Les applications de ces revêtements sont nombreuses, des dispositifs micro électroniques aux
systèmes de barrières thermiques pour les aubes de turbines fabriquées dans le secteur aéro-
nautique. Sous l’effet de contraintes de compression très importantes résultant des méthodes de
dépôt, les films se délaminent et flambent sous des formes diverses, parmi lesquelles les plus
classiques sont les “rides droites”, “les rangées de bulles” et les “cordons de téléphone” (4; 5).
Une analyse précise du phénomène permet d’affirmer que les bords de la bande délaminée sont
soumis de la part du subsrat à un chargement en déplacement imposé, ce déplacement étant
directement lié au niveau de contrainte régnant dans le film. Les équilibres de flambage cités ci-
dessus, que l’on observe sur les parties délaminées sont en général dans un régime post-critique
lointain, ce qui rend difficile l’analyse de ces phénomènes. Le mode de flambage et le régime
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post-critique de la ride droite ont déjà été étudiés analytiquement (6). Il a été montré, par des mé-
thodes de perturbation, que les deux autres équilibres proviennent du flambage de la ride droite
(7). On parle de flambages secondaires pour ces deux modes. Ces flambages secondaires (10; 9)
ont fait l’objet d’une étude très méticuleuse sur le plan numérique et sur le plan expérimental.
Les calculs ont été menés avec un modèle de plaque en grand déplacement. Contrairement aux
études antérieures, l’effet du contact n’a pas été négligé. Les observations expérimentales sur
les films minces ont été effectuées par microscopie à force atomique (9). Il a ainsi pu être mon-
tré, à la fois expérimentalement et numériquement, que la transition ride-bulles pouvait être
sous-critique (accompagnée d’un claquage) au delà de certaines longueurs d’onde critiques du
motif de flambage (8). La démarche abordée dans le présent article consiste à utiliser un mo-
dèle simplifié pour l’étude du flambage ride-bulles, permettant de déterminer analytiquement
le régime post-critique et permettant également de mettre en évidence l’influence des différents
paramètres (géométrie et chargement) sur le type de transition.
2 Présentation du modèle simplifié, identification des raideurs
Le système de référence pour notre étude est constitué de barres reliées les unes aux autres
par des articulations, et agencées comme indiqué Fig. 1. Le domaine représenté, de largeur b et
de longueur a correspond à un motif élémentaire de la distribution de bulles se formant lors du
flambage secondaire de la ride.
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FIG. 1 – Système barres-ressorts avec notations.
De manière à obtenir un comportement réaliste du modèle simplifié, il est nécessaire de choi-
sir convenablement les raideurs en flexion, en compression, et en cisaillement sur la structure,
qui interviennent dans l’énergie élastique.
L’identification des raideurs en flexion et en cisaillement s’effectue à l’aide du système sup-
posé constitué de barres rigides, sollicité en forces imposées. On compare les charges critiques
trouvées pour notre système lors du flambage sous forme de ride et de bulle avec celles as-
sociées aux mêmes modes pour une plaque mince. Cette comparaison permet d’identifier les
paramètres souhaités.
Notre système admet deux degrés de liberté indépendants. On choisit φ et ψ (θ pouvant
s’exprimer comme une fonction Θ(φ, ψ)). On note C1 et C2 les raideurs en flexion associées
aux deux directions de la plaque et C la “raideur en cisaillement”. On note f la densité de force
de compression sur les bords. L’énergie potentielle du système s’écrit :
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La raideur en flexion est identifiée en utilisant la charge critique de flambage de la plaque
en forme de ride droite. Pour une bande de largeur b, la charge critique est fc = 4π
2 D
b2
(avec D
raideur en flexion de la plaque). L’équilibre de ride droite est caractérisé pour notre système par
φ = 0 et ψ > 0 (θ est alors égal à φ ). La raideur peut alors être choisie de telle sorte que la
charge critique de notre système soit égale à la charge critique de la ride droite. On trouve
C1 = 2π
2 D
a
b
, C2 = 2π
2 D
b
a
.
Pour pouvoir identifier la “raideur en cisaillement”, on utilise la charge critique d’une plaque
rectangulaire encastrée sur ses quatre côtés, qui flambe sous forme de bulle. Cette identification
permet de représenter le plus exactement possible l’ état d’équilibre pour lequel la ride est
déposée sous forme de bulles. Ce mode active le cisaillement, contrairement au mode en ride
droite. On trouve alors C = 2
3
.
Pour les raideurs en compression, on identifie directement avec la compression d’une plaque
rectangulaire dans son plan. Ainsi la raideur correspondant à une compression appliquée le long
de l’arrête de longueur b s’écrit k = Eh b
a
. Pour une compression exercée le long de l’arrête de
longueur a, on obtient naturellement k = Eh a
b
.
3 Analyse du problème physique : barres élastiques, déplacement imposé
3.1 Energie potentielle du système déformable
Rappelons que le système comporte seulement deux degrés de liberté φ et ψ, θ étant fonction
de φ et ψ.
On appelle U = (U1, U2) le déplacement imposé. La composante U1 du déplacement vaudra
a
2
1 dans le sens de la longueur et la composante U2 vaudra b2 2 dans le sens de la largeur. Les
quantités 1 et 2, correspondant aux déformations imposées par le substrat, sont données.
On écrit l’énergie potentielle du système sous forme adimentionnelle :
V = a˜θ2 + a˜ψ2 +
1
a˜
φ2 +
2
3
φ(ψ − θ) + ka˜21 +
ka˜
(
1− 1− 1
cos(φ)
)2
+ ka˜
(
1− 1− 2
cos(θ)
)2
+ ka˜
(
1− 1− 2
cos(ψ)
)2
avec k =
Ehb2
4π2D
=
E
σc
=
1
c
(σc contrainte critique associé au mode de flambage en ride droite),
a˜ = a/b.
Dans l’expérience que l’on veut modéliser, les angles sont petits. On effectue donc la linéa-
risation θ = ψ − aφ.
On note 1 =  et 2 = . On omettra dans la suite la notation ˜ .
3.2 Etude des équilibres
On souhaite analyser les différentes branches de solutions d’équilibre du système de barres
et de ressorts, et notamment caractériser les différents paramètres conditionnant la stabilité de
l’équilibre de ride droite ou bien de celui de bulles.
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La procédure d’étude des différents équilibres est relativement simple. A l’aide des deux
équations d’équilibre, on obtient deux équations de courbes distinctes dans l’espace (φ, ψ) :
f1(ψ, φ, ) = 0 et f2(ψ, φ, ) = 0.
On fixe une fois pour toutes  = 1, 2 et k = 1000, paramètres identifiés à partir d’ex-
périences menées sur le flambage des films minces (9). Ainsi, pour une valeur donnée de la
déformation imposée , on peut tracer les deux courbes C1 et C2, ensembles des solutions des
équations f1(φ, ψ) = 0 et f2(φ, ψ) = 0. Les points d’intersection de ces deux courbes repré-
sentent les positions d’équilibre.
Une fois un équilibre particulier (φ1, ψ1) isolé, on utilise la matrice Hessienne du potentiel
( ∂
2V
∂ui∂uj 1≤i≤2,1≤j≤2
), avec u = (φ, ψ), pour déterminer la forme du potentiel au voisinage de
l’équilibre particulier.
Nous caractérisons ici les différents états d’équilibre de ce système sur deux cas correspon-
dant à des rapports a/b de 1,2 et 0,9 qui correspondent à des valeurs proches de celles constatées
expérimentalement. On considérera pour chaque rapport a/b l’évolution des équilibres pour dif-
férentes valeurs de .
(a) (b)
(c)
Ride droite
Plan
Bulle déposée (point selle)
Bulle naissante (min)
Bulle déposée (point selle)
Bulle naissante (min)
Bulle déposée (point selle)
FIG. 2 – Evolution des équilibres du système pour a/b = 0, 9. (a)  = 0, 002. On peut voir l’équilibre
plan (φ = 0, ψ = 0) et l’équilibre de ride droite φ = 0. L’équilibre de bulles déposées est instable.
(b)  = 0, 004. Apparition d’un équilibre de bulles naissantes stable. (c)  = 0, 015. On retrouve les
équilibres précédents.
Cette évolution a été représentée sur les Fig. 2 et 3. On a représenté, pour différentes valeurs
de , les courbes d’équation f1(φ, ψ) = 0 et f2(φ, ψ) = 0 en traits pleins pour la première et
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en pointillés pour la seconde de manière à les différencier (φ en abcisse, ψ en ordonnée). Les
différents points d’intersection des courbes représentent des équilibres du système. Le potentiel
V (φ, ψ, ) a été également représenté. Quatre équilibres différents peuvent être distingués :
• équilibre plan : caractérisé par (φ = 0, ψ = 0).
• équilibre de ride droite (φ = 0, ψ = 0).
• équilibre de bulle naissante : Ce mode est caractérisé par de petites valeurs de φ par
rapport à ψ. On peut rapprocher ces résultats des observations expérimentales d’ondula-
tions, plus ou moins profondes, sur certaines zones des rides droites. C’est un équilibre
post-critique proche de la ride droite
• équilibre de bulle déposée : Cet équilibre correspond à un retournement des extrémités de
la structure de l’autre côté du plan moyen (φ de l’ordre de 2ψ). Il dégénérerait en bulles
franchement déposées en cas de présence d’un support, et nous l’appellerons par la suite
équilibre de bulles déposées. C’est un équilibre lointain par rapport à la ride droite.
(b)
Ride droite
Plan
Bulle naissante (point selle)
Bulle déposée (min)
(a)
(c)
Bulle naissante (point selle) Bulle déposée (min)
FIG. 3 – Evolution des équilibres du système pour a/b = 1, 2. (a)  = 0, 001. On peut voir l’équilibre
plan (φ = 0, ψ = 0) et l’équilibre de ride droite φ = 0. (b)  = 0, 004. Apparition de deux équilibres
supplémentaires, représentant une bulle naissante(instable) et une bulle déposée (stable). (c)  = 0, 01
On retrouve les équilibres précédents.
Le cas des longueurs d’ondes courtes est exploré Fig. 2 (a/b = 0, 9). Pour  faible (a),
l’équilibre de ride droite est le plus stable. L’équilibre de bulles déposées existe aussi, mais il
est instable (point selle). l’équilibre de bulle naissante apparaît assez rapidement à mesure que
l’on augmente la déformation imposée  (b). Il réalise toujours un minimum de V , et devient
même l’équilibre de minimum absolu à partir d’un  donné (c). L’équilibre de bulle déposée
reste instable à mesure que l’on augmente .
Le cas des longueurs d’ondes plus importantes est décrit Fig.2 (a/b = 1, 2). Pour des valeurs
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faibles de , la ride droite est le seul équilibre non plan, et il est stable car il réalise le minimum
de l’énergie potentielle (a). A mesure que  augmente les équilibres de bulle naissante et de
bulle déposée apparaissent L’équilibre de bulle naissante devient instable alors que l’équilibre
de bulle déposée devient stable ((b) et (c)).
4 Conclusions
Ces différents résultats éclairent un certain nombre d’observations expérimentales. Tout
d’abord, on observe sur certaines structures en ride des ondulations plus ou moins profondes, et
relativement courtes, qui ne redescendent pas jusqu’au niveau du substrat, ce qui est en accord
avec le modèle indiquant que pour des motifs relativement courts, l’état de bulles naissantes
est stable. Ensuite, on observe au delà d’une certaine longueur de bulles, une transition sous
critique de l’état de ride vers un état de bulles complètement déposées sur le substrat.
Or nous avons établi à l’aide du modèle l’existence d’une valeur critique au delà de laquelle
l’équilibre de bulles naissantes devient instable, et l’équilibre de bulles déposées devient stable.
La transition par claquage, observée expérimentalement et prévue numériquement (8), pour des
longueurs plus importantes peut être liée au fait que le passage de l’équilibre de ride à celui
de bulles déposées nécessite le passage par un point selle d’énergie légèrement plus élevée,
correspondant à un équilibre de bulle naissante instable.
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